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ANALISIS DE PROCESOS Y OPERACIONESANALISIS DE PROCESOS Y OPERACIONESANALISIS DE PROCESOS Y OPERACIONES

�� Consiste en la aplicaciConsiste en la aplicacióón de mn de méétodos todos 
cientcientííficos para la identificacificos para la identificacióón del problema n del problema 
del proceso y el desarrollo de procedimientos del proceso y el desarrollo de procedimientos 
para su solucipara su solucióón.n.

�� MMéétodos:todos:

a)a) ConstrucciConstruccióón de la replica del proceso o n de la replica del proceso o 
planta piloto.planta piloto.

b)b) ConstrucciConstruccióón de uno o varios modelos n de uno o varios modelos 
matemmatemááticos.ticos.



MODELO MATEMATICOMODELO MATEMATICOMODELO MATEMATICO

�� DefiniciDefinicióón.n.-- Es un conjunto de ecuaciones Es un conjunto de ecuaciones 
algebraicas y/o diferenciales que pueden ser algebraicas y/o diferenciales que pueden ser 
usados para representar y predecir ciertos usados para representar y predecir ciertos 
fenfenóómenos.menos.

�� Tipos de Modelos MatemTipos de Modelos Matemááticosticos

�� Modelos FenomenolModelos Fenomenolóógicosgicos

�� Modelos EmpModelos Empííricosricos

�� Modelos de SistemasModelos de Sistemas



MODELOS FENOMENOLOGICOSMODELOS FENOMENOLOGICOSMODELOS FENOMENOLOGICOS

�� Son los modelos basados en principios fSon los modelos basados en principios fíísicosico--
ququíímicos tales como: termodinmicos tales como: termodináámica, cinmica, cinéética, tica, 
fenfenóómenos de transferencia, etc.menos de transferencia, etc.

�� Tipos de modelos fenomenolTipos de modelos fenomenolóógicos:gicos:

-- Modelos basados en fenModelos basados en fenóómenos de transferencia.menos de transferencia.

-- Modelos de balance poblacional.Modelos de balance poblacional.



MODELOS EMPÍRICOSMODELOS EMPMODELOS EMPÍÍRICOSRICOS

�� Son los modelos basados en la observaciSon los modelos basados en la observacióón de n de 
un sistema particular considerado como caja un sistema particular considerado como caja 
negra y no en principios  fnegra y no en principios  fíísicosico--ququíímicos. micos. 



MODELOS DE SISTEMASMODELOS DE SISTEMASMODELOS DE SISTEMAS

�� Son los modelos que satisfacen todas las Son los modelos que satisfacen todas las 
relaciones de conservacirelaciones de conservacióón: de masa, energn: de masa, energíía, a, 
movimiento, econmovimiento, econóómico o costos, programacimico o costos, programacióón, n, 
correccicorreccióón de cuellos de botella de la n de cuellos de botella de la 
producciproduccióón, etc.n, etc.



CONSTRUCCIÓN DE MODELOS 
MATEMÁTICOS

CONSTRUCCICONSTRUCCIÓÓN DE MODELOS N DE MODELOS 
MATEMMATEMÁÁTICOSTICOS



APLICACIONES DEL MODELAMIENTO 
MATEMATICO

APLICACIONES DEL MODELAMIENTO APLICACIONES DEL MODELAMIENTO 
MATEMATICOMATEMATICO

�� DiseDiseñño de reactores y operaciones.o de reactores y operaciones.

�� DiseDiseñño de plantas.o de plantas.

�� OptimizaciOptimizacióón de operaciones mineras y procesos n de operaciones mineras y procesos 
metalmetalúúrgicos.rgicos.

�� Control automControl automáático de procesos.tico de procesos.

�� En la gestiEn la gestióón de plantas industriales con n de plantas industriales con 
modelos de sistemas.modelos de sistemas.



DISEÑO DE UN  REACTOR LIMPIODISEDISEÑÑO DE UN  REACTOR LIMPIOO DE UN  REACTOR LIMPIO

�� Consiste en determinar:Consiste en determinar:

-- El tamaEl tamañño del reactoro del reactor

-- El tipo de reactorEl tipo de reactor

-- Las condiciones de operaciLas condiciones de operacióón del reactorn del reactor



JUSTIFICACION DEL MODELAMIENTO 
MATEMATICO

JUSTIFICACION DEL MODELAMIENTO JUSTIFICACION DEL MODELAMIENTO 
MATEMATICOMATEMATICO

�� Costo mCosto míínimo de annimo de anáálisis de procesos: Se lisis de procesos: Se 
requiere ciencia, experiencia, PC, software y requiere ciencia, experiencia, PC, software y 
ocasionalmente de un laboratorio.ocasionalmente de un laboratorio.

�� Rapidez de anRapidez de anáálisis de procesos.lisis de procesos.



Esquema de la cianuración del oro en medio acusoEsquema de la cianuración del oro en medio acuso

4Au + 8 CN- + O2 + 2H2O = 4 Au(CN)2- + 4 OH- ∆Go = -93.27 Kcal 4Au + 8 CN- + O2 + 2H2O = 4 Au(CN)2- + 4 OH- ∆Go = -93.27 Kcal 



ANÁLISIS DEL PROCESO DE CIANURACIÓN
DE MINERALES AURIFEROS MEDIANTE 

MODELAMIENTO MATEMATICO

ANANÁÁLISIS DEL PROCESO DE CIANURACILISIS DEL PROCESO DE CIANURACI ÓÓNN
DE MINERALES AURIFEROS MEDIANTE DE MINERALES AURIFEROS MEDIANTE 

MODELAMIENTO MATEMATICOMODELAMIENTO MATEMATICO

Se usarán modelos de fenómenos de transporte para 
representar la conservación de masa gaseosa, esto es el 
aire a través de la pila, mientras que para el mineral se 
aplicará una representación simplificada de modelo de 
balance poblacional de partículas distribuidas en 
diferentes tamaños, finalmente estos modelos se 
combinarán con el modelo empírico de flujo de fluidos a 
través de camas empaquetadas, esto es, la ecuación de 
Darcy y la ecuación de Dalton de presiones parciales. 



ANTECEDENTES BIBLIOGRÁFICOS DE 
MODELAMIENTO DE CIANURACIÓN DE 

MINERALES AURIFEROS

ANTECEDENTES BIBLIOGRANTECEDENTES BIBLIOGR ÁÁFICOS DE FICOS DE 
MODELAMIENTO DE CIANURACIMODELAMIENTO DE CIANURACI ÓÓN DE N DE 

MINERALES AURIFEROSMINERALES AURIFEROS
Modelamiento de lixiviación y cianuración en tanques
Modelos basados en fenómenos de transporte:
-Modelamiento de un sistema de cianuración discontinua o batch.
-Modelamiento de un sistema de cianuración continuo.

Modelos de balance poblacional:
-Modelamiento de un sistema de cianuración discontinua o batch.
-Modelamiento de un sistema de cianuración continuo estacionario.

Modelamiento de lixiviación de minerales de cobre en pilas o botaderos
-Modelamiento fenomenológico unidimensional de lixiviación ácida de
minerales oxidados de cobre en pilas.
-Modelamiento unidimensional de fenómenos de transporte de biolixiviación
de minerales sulfurados de cobre de baja ley, en pilas.
-Modelamiento matemático empírico de lixiviación de minerales de cobre de 
baja ley en los botaderos de la mina Toquepala.

Modelamiento de lixiviación y cianuración en tanques
Modelos basados en fenómenos de transporte:
-Modelamiento de un sistema de cianuración discontinua o batch.
-Modelamiento de un sistema de cianuración continuo.

Modelos de balance poblacional:
-Modelamiento de un sistema de cianuración discontinua o batch.
-Modelamiento de un sistema de cianuración continuo estacionario.

Modelamiento de lixiviación de minerales de cobre en pilas o botaderos
-Modelamiento fenomenológico unidimensional de lixiviación ácida de
minerales oxidados de cobre en pilas.
-Modelamiento unidimensional de fenómenos de transporte de biolixiviación
de minerales sulfurados de cobre de baja ley, en pilas.
-Modelamiento matemático empírico de lixiviación de minerales de cobre de 
baja ley en los botaderos de la mina Toquepala.



MODELAMIENTO BIDIMENSIONAL DE CIANURACIÓN 
MINERALES 

AURÍFEROS EN PILA

MODELAMIENTO BIDIMENSIONAL DE CIANURACIMODELAMIENTO BIDIMENSIONAL DE CIANURACI ÓÓN N 
MINERALES MINERALES 

AURAURÍÍFEROS EN PILAFEROS EN PILA

�� Modelo cinModelo cinééticotico

�� Modelo de balance de mineralModelo de balance de mineral

�� Modelo de balance de oxModelo de balance de oxíígeno gaseosogeno gaseoso



�� AbsorciAbsorcióón o disolucin o disolucióón del oxn del oxíígeno gaseoso en la geno gaseoso en la 
solucisolucióónn

�� Transporte de cianuro y oxTransporte de cianuro y oxíígeno disuelto a la interfase geno disuelto a la interfase 
ssóólidolido--llííquidoquido

�� AdsorciAdsorcióón de los reactantes CNn de los reactantes CN-- y Oy O2L2L en la superficie del en la superficie del 
mineralmineral

�� ReacciReaccióón de disolucin de disolucióón de carn de caráácter electroqucter electroquíímicomico

�� DesorciDesorcióón de los complejos solubles de oron de los complejos solubles de oro--cianuro cianuro 
desde la fase sdesde la fase sóólidalida

�� Transporte de los productos desorbidos de la zona de Transporte de los productos desorbidos de la zona de 
reaccireaccióón a la solucin a la solucióónn

Mecanismo de cianuración de una partícula de 
mineral aurífero: 
Mecanismo de cianuración de una partícula de 
mineral aurífero: 

CINETICA DE CIANURACIONCINETICA DE CIANURACION



RD TTdt

d

+−
−= 3/2

3/2

)1()7/6(
)1(
α

αα
][6 2

20

L

S
D ODef

RG
T

σ
ρ

=

CD TTdt

d

+−
−= 3/2

3/2

)1()7/6(
)1(
α

αα

S

S
R k

RG
T

σ
ρ0

=

ak
T

S

S
C σ

ρ3=

Donde: 
α (t) : Fracción de especie mineralógica cianurada
Gº : Fracción en peso de la especie mineralógica inici al
R    : Radio de la partícula (m)
ρs : Densidad del mineral (Kg./m 3)
σ : Coeficiente Estequiométrico
Def : Difusividad efectiva de O 2L en la porosidad del mineral (m 2/ día)
O2L : Concentración del oxigeno en la solución lixiviad a (Kg./m 3)
a    : Área superficial  volumétrica (m 2/m3)
ks :  Constante cinética intrínseca de reacción químic a (Kg./m 2/día)

� Modelo de núcleo reducido

� Modelo de conversión progresiva

Modelos cinéticos de cianuración:Modelos cinéticos de cianuración:



Diagrama del modelo de conversión progresiva Diagrama del modelo de conversión progresiva 



Modelo de balance de mineralModelo de balance de mineralModelo de balance de mineral

�� NNúúcleo reducidocleo reducido

�� ConversiConversióón progresivan progresiva

�� Modelo mixtoModelo mixto

Y un modelo adicional para tomar en cuenta la distribuciY un modelo adicional para tomar en cuenta la distribucióón n 
de tamade tamañño de parto de partíículas y sus porcentajes en la pila: culas y sus porcentajes en la pila: 
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Wj : Fracción en peso de partícula de tamaño j

El mineral en la pila de cianuraciEl mineral en la pila de cianuracióón se comporta como un n se comporta como un 
proceso batch sin entrada ni salida, por tanto es el proceso batch sin entrada ni salida, por tanto es el 
mismo que el modelo cinmismo que el modelo cinéético de:tico de:



� Formulación del Modelo da Balance de Oxígeno gaseoso�� FormulaciFormulacióón del Modelo da Balance de Oxn del Modelo da Balance de Oxíígeno gaseosogeno gaseoso

Diagrama de líneas de flujo de transporte de aire en un cuadrante de 
una pila.

�� Asunciones:Asunciones:

-- CaudalCaudal de riego por unidad de volumen: constantede riego por unidad de volumen: constante

-- ProcesoProceso de cianuracide cianuracióón estacionarion estacionario

-- ConcentraciConcentracióón de cianuro en la solucin de cianuro en la solucióón cianurante: suficiente y constante n cianurante: suficiente y constante 

Modelamiento Bidimensional de Cianuración Minerales  
Auríferos en Pila
Modelamiento Bidimensional de Cianuración Minerales  
Auríferos en Pila
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Ecuación general de continuidad:Ecuación general de continuidad:

�� Simplificaciones:Simplificaciones:
-- ProcesoProceso estacionario, por tanto acumulaciestacionario, por tanto acumulacióón del oxn del oxíígeno en la pila = 0geno en la pila = 0
-- NNo hay produccio hay produccióón de oxn de oxíígeno en la pila, por tanto generacigeno en la pila, por tanto generacióón de n de 
oxoxíígeno = 0geno = 0
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O2g : Concentración de oxígeno gaseoso (Kg./m 3)
vg : Velocidad del oxígeno gaseoso
x      :  Coordenada horizontal de la pila  (m)
y      :  Coordinan vertical de la pila  (m)
Dg :  Coeficiente de difusión de O 2g  en la fase gaseosa  (m 2/día)
εg : Fracción volumétrica de la fase gaseosa en la pil a.
ρb : densidad promedio de la pila de mineral  (Kg/m 3)
σ : factor estequeométrico : Kg oro/ Kg oxígeno consum ido



Flujo de gas a través de camas empaquetadas de sóli dos: Ley de DarcyFlujo de gas a través de camas empaquetadas de sóli dos: Ley de Darcy
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Si el flujo ocurre a bajas presiones, esto es lento , el flujo es
proporcional a la perdida de energía, a la conducti vidad 
hidráulica e inversamente proporcional a la longitu d de la 
cama empaquetada. k 



Donde :
Q :Flujo total
q :Flujo unitario (m 3/m2/seg)
k :Conductividad hidráulica
A :Área transversal
h :Altura hidráulica
z :Altura geométrica
K :Permeabilidad de la pila (5 x 10 -10m2)
kef :Permeabilidad cama de mineral mojado al flujo del aire (2.5 x  10 -10m2)
krg :Permeabilidad relativa: k ef /K = 0.5
ρg :Densidad del gas (Kgr/m 3)
µg : Viscosidad del gas  Kgr/m/seg
g :Aceleración de la gravedad  m/seg 2

P :Presión (Pa)
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Para que el flujo se produzca debe cumplirse: z2  >  z1 y P1>P2 , por tanto: Para que el flujo se produzca debe cumplirse: z2  >  z1 y P1>P2 , por tanto: 



Ecuación de Dalton de las presiones parciales

Dado: 
P      : Presión parcial de  O2g
Pt : Presión total
O2g  : Concentración del Oxigeno gaseoso  (Kgr/m3)
N2 : Concentración del Nitrógeno gaseoso (Kgr/m3)
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Combinando la ecuación general de continuidad, la e cuación de 
Darcy y las ecuaciones de Dalton:
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Expandiendo  vectores, derivando y reemplazando ecu aciones se obtiene 

( ) ( ) +
∂

∂














+
++

∂
∂














+
+

2

2
2

2
22

2
22

2
2

2
22

2
2 y

O

NO

NtP
kOD

x

O

NO

NtP
kOD g

g

ggg
g

g

ggg εε

( ) ( ) ( ) ( ) −








∂
∂















+
−

+
+









∂
∂















+
−

+

2

2

3
22

2
22

22

2

2

2

3
22

2
22

22

2 22

y

O

NO

NtP
kO

NO

NtP
k

x

O

NO

NtP
kO

NO

NtP
k g

g

g

g

g

g

g

g

td

dG

y

O
gk bg

yg
1

0
2

σ
αρρ =

∂
∂

El modelo bidimensional de balance de oxígeno gaseo so en una pila



Se puede simplificar los coeficientes del modelo, d espreciando 
términos pequeños, quedando finalmente el modelo 
bidimensional simplificado de balance de oxigeno:
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C.I. :    Para todo x , y  a  t = 0
α = 0.00  
O2g = 0.255 Kg./m3

C.C. :   Para todo  t > 0
En O2g (0 , y)  

x

O g

∂
∂ 2 = 0.0

O2g (L , y)  = 0.255 Kg./m3

O2g (H , x)  = 0.255 Kg./m3

En O2g (0 , x)  
y

O g

∂
∂ 2 = 0.0

Condiciones iniciales y de contorno: 



SIMULACIÓN, INTERPRETACIÓN DE RESULTADOS, 
Y APLICACIÓN AL DISEÑO DE REACTOR: PILA DE 

CIANURACIÓN

SIMULACIÓN, INTERPRETACIÓN DE RESULTADOS, 
Y APLICACIÓN AL DISEÑO DE REACTOR: PILA DE 

CIANURACIÓN

Estimación de parámetros del modelo cinéticoEstimación de parámetros del modelo cinético

Determinación experimental de los parámetros 
del modelo cinético:

0.509860.50986951.386951.3869.719.714.00     (2404.00     (240́́ ))

0.430060.43006802.456802.4568.198.192.00     (1202.00     (120́́ ))

0.271970.27197507.536507.5365.185.181.00     (601.00     (60́́ ))

0.198500.19850370.364370.3643.783.780.50     (300.50     (30́́ ))

0.171160.17116319.415319.4153.263.260.25     (150.25     (15́́ ))

FracciFraccióón lixiviadan lixiviada
αα

Contenido de Contenido de AuAu en en 
SoluciSolucióón: n: mgmg..

AuAu: : mgmg././ltlt..Tiempo (Hrs.)Tiempo (Hrs.)

Resultados de cianuración batch en tanque con agitación



Gº = 1.155x10-5

R   = 1.612x10-4 m
ρs = 2700 Kg/m 3

σ = 4
He = 

Para T = 20 ºC
T = 20 + 273.15 = 293.15 ºK
He = 0.03394
a = 12000 m2/m3

-7x10-8(T-273.15)3+1.55x10-5(T-273.15)2-1.2x10-3(T-273.15)+5.23x10-2

Parámetros del modelo de balance de mineral:Parámetros del modelo de balance de mineral:

Son los mismos que los parámetros del modelo cinético; con las 
excepciones que se indica:

-Tamaño de partícula
-Radio
-Coeficiente de difusividad efectiva del oxigeno ajustado para la pila
-Constante intrínseca de reacción química ajustada para la pila



Parámetros del modelo de balance de oxígeno gaseoso 
en pila
Parámetros del modelo de balance de oxígeno gaseoso 
en pila

Factor de tortuosidad: 2.0

Def = 1.296 m2/día x 0.03/2.0 ≈ 0.02 m2/día

K = 5 x 10-10 m2 (J. Casas)

kef = 2.5 x 10-10 m2 (J. Casas)

krg = 0.5 

díamKgsegmKgg //59840.1//1085.1 5 =×= −µ
2102 /103156608.778.9 díamsegmgy ×==

3/1800 mKgb =ρ
σ = 4

./10564064.1/ 310 kgdíamKKk grg
−×== µ



Agrupamiento del modelo de balance de mineral y 
modelo del balance de oxígeno:
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Solución numérica de los modelos bidimensionales del 
balance de mineral y del balance de oxígeno gaseoso por 
el método de diferencias finitas 
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Diferencias finitas hacia delante y diferencias centrales 



Programación y simulación Programación y simulación 

- Sistema de ecuaciones no lineales
- Método de Newton - Raphson modificado con optimización de t (SOR)
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- Implementación del método numérico: Matlab
- Simulaciones variando la altura de la pila: 5, 6, 7 y 8 metros
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Simulación para una pila deSimulación para una pila de

Fracción lixiviada por nodoFracción lixiviada por nodo Concentración de oxigeno por nodoConcentración de oxigeno por nodo



Fracción Lixiviada y concentración de oxigeno a distintas alturas de la pilaFracción Lixiviada y concentración de oxigeno a distintas alturas de la pila
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Validación de los resultadosValidación de los resultados

• Conciste en la comparación de resultados 
obtenidos de la simulación con los resultados de 
muestreos de equipos de medición de oxigeno en 
solución acuosa u oximetro en fase gaseosa  



Modelamiento con cianuración con aire a presión forzada

- Se requiere modificación de las condiciones de contorno según 
la posición de las líneas de aire a presión.

- Tipo de flujo con aire a presión forzado: Laminar, porque se usa 
aire con gran caudal y presiones ligeramente superiores a la 
atmosférica por lo tanto se sigue utilizando la ecuación de Darcy 
de flujo laminar de aire a través de camas empaquetadas.

Ej. Caso Cerro Verde, para la lixiviación de sulfuros secundarios 
con aire a presión forzado, 1.56 Atm. 
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Diseño del Reactor: Pila de cianuraciónDiseño del Reactor: Pila de cianuración

- Tipo de reactor: Pila simétrica.

- Condiciones de operación: Son los determinados por 
los parámetros del modelo cinético, del modelo de 
balance de mineral y modelo de balance de oxigeno.

- Dimensiones según la recuperaciones que se desee 
obtener se establecerá la altura de la pila de los 
resultados obtenidos de las simulaciones.
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